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INLEIDING
$ 1. In dit proefschrift wordt van een zeker type gewone dif-
fercntiaalvergelijkingen het asymptotische gedrag der integralen
onderzocht. Uitgangspunt is de theorie der lineaire differentiaal-
veryelljkíngen met constante coëfficiënten. Daarbij wordt speciaal
gebruik gemaakt van de van Boorn afkomstige z.g. symbolische
oplossingsmethode. Van deze methode laten we hier een korte
uiteenzetting volgen.
Men kan de v-de afgeleide ,a't @) van een functie y(x) voor-
stellen door het symbool D)(x). Is F(z) een veelterm
F ( z )  :  z "  +  Q n - r Z n - r  +  . . . .  *  a r z  I  a o ,
dan is de differentiaahtitdrukking
y(")  + an_t l (n- l )  f  *  ary,  *  ao!
symbolisch voor te stellen door
F ( D ) y :  { D "  * a , - r D " - r  +  l a t D  * a o } y .
Zijn F(z) en G(z) twee veeltermen in z, dan geldt
{F(D) + G(D)}y: F(D)y + G(D)y, {F(D) .G(D)}y : F(D){G(D)y).
Deze betrekkingen geven dus optelling en vermenigvuldiging
van veeltermen in het symbool D een zín. NIen bewijst gemak-
kelijk, dat de associatieve, commutatieve en distributieve eigen-
schappen van optelling en vermenigvuldigíng hier gelden.
Stellen \r, \2, . . . ., À,' de wortels der vergelijking
(1 ) F ( z )  :  z "  +  e , - L z n - r  +  . . . .  +  a (  l c o  :  0
voor, dan is de uitdrukking F(D)y aequívalent met
(D -Àr )  (D -Àr )  .  .  .  .  (D  -^ " )y ;
daarbij is de volgorde der wortels À willekeurig. Is n 2 2, k een
natuurlijk getal ( n, en zljn de getallen gu gz, + . . ., q7, geheel met
I  ( g t {  g z {
( 2 )  
. y ( ' ) + e n - r ! ( n - 1 ) f  * a t ! ' * a o ! : g @ )





met pr(x) : y(x).
het systeem
In het bíjzonder fuijgen we voor
s(x),
k :  n _  l
í  to  -À,)  e1 :  eg,
(4\ j (D - Àr) es -- es,f f t /  I  - '  ' o '  o ft '
i  (D - ^,) e, : g(x),
9 r ' -  À r g r  :  g r ,
g z ' -  À s g z  :  g '
rntegreert men de vergelijki ngen van een dergelijk sysreem
achtereenvolgens, beginnend met de laatste , d,an ,"íuríig, á.r, d.
oplossingen der differentiaalvergelLjking (2).Bij het rfr,..- (4)
merken we nog op' dat erke oplossing y(x) van (2) e-n hare af-geleiden !'(x), J/"(x), .,.., y("t(x) met d,e,, door de volgorde der
wortels ^ bepaalde, daarbtj behoorende 
,,keten,, ,r"r, f,rrrctiespr(x), qz@), q,(x), s@) verbonden zi)n door de lineaire
homogene betrekkíngen
9t : ! i  gz : ! ' - \ r ! |  gs :  g2 ' - \2gr -y ' t - ( \ t * \z ) ! ,  
*^ r^z ! | ,  .  . ,
en omgekeerd
! :g t i  ! ' : \ t .g t * .oPz;  ! " : \ rg / ]_ .q . r ' :a r re ,11r , ,+^Jgz*gs i  
.  .  .  .
De íntegratie der differenti aalvergelLjking (2) kan oót wtrde'
bewerkstelligd met behulp van de theori e d,e, splitsing van ntionale
uitdrukkingen in partiëele breuken. De vergelilki"gll) bezítte de
r verschillende wortels dl, dz, d, achtereenvolgens met de
multipliciteiten t v t z, . . . ., m,. Er geld,e de breukrf,litrirrg
_1-- : {. 'ii Ao*
F(t) plt *l, (z - cro)l' 
'
Daar het rechterlid der betrekking
1:  j ' ï  A 'u!9)
een veelterm is, kunnen Lt ,:;;, j""(:- 
o^)t'
y(x) : j- 
.q -!e*\?) / n^
o 
t, 





,r! -..pr*(x) gesterd is,(D - ort
Inleiding
Is y(x) een integraal van (2), dan geldt
g(x) : F(D)y : (D- 
".)P { . 
F(D) I\ -  3/  t  (D -  ) , ' !  l :  @ 
- oo)3eP"(x) '
Is omgekeerd eo*(x) een integraal der differenti aalvetgelíjking
(D - 
"o)P eop(x) : g(x) (1 < e ( r; I { rr g mp),
dan geldt voor de functie
, 
,,,?
y(x):  J J Áo,reo*(x),
d a t  P - l  l - t ' l
F(D)y: j' 
'i 
rplao*eo*(x) : j ï jtqlDl(D-ao)peou(x)
i ,  * - ,  (D -  ao) t r ' -  P '  
'Y i
e,p 
: Í j .  ï  !o*r@1,Ïgf* )  = s(x)I i '  * - ,  (D  -  oo )P i ' ' - ' '
is, zoodat dan y(x) een íntegtaal van (2) is.
Stellen we de integralen e(x) der diffe rentiaalvergelíjking
(D - 
")P sp(x) : g(x)
symbolisch voor door
qp(x) : (D - 
")-P g(x),dan ziin blíikbaar de integralen y(x) van (2) voor te stellen door
v(x) : 
rj' Ë Ap,{(D- o,)-PB(x) : iAg(x).
De theorie der breuksplitsing is dus direct op de theorie der
lineaire differenti aalvergelijkingen met constanÍe coëfficiënten van
toepassing.
We veronderstellen nu verder, dat g(x) in een interval I continu
is. Is Dr'l : g(x), danbeteekent het symbool D-t' in y(x) : n-vg(x)
blijkbaar een p.-voudige íntegratie, daar in I
r  t t  t
y(x ) :  I  d t r .  l  d t * -1  . . .  .  I  ser )a \ tp (x )
,i,, ;u rï
is; hierin is x0 een getal uit I en stelt P(x) een veelterm van
hoogstens den graad rr - 1 voor.
Opmerking r Voor de in deze uitdrukking voorkomende p-vou-




l .  l .
I  d t , ,  I  d t , , _ ,  ,  .I  Ê l  r
] , ,  , t ' ,
{ (x - t \v- '






Indien deze integralen voor Í0: @ een zin hebben, geldt de
identiteit ook in dat geval.
!7e willen nu nognagaanrinhoeverre de uitdrukking (D-e)-tlg(x)
om te vormen is. We merken daaftoe op, dat
D ( e " * q ) : e o ' ( D * " ) q
volledige inductie bewijst men gemakkelijk voor p > 1
D v ( e " " q ) : e o ' ( D * o ) P s .
volgt, dat de differentiaalvergelijking
( D - o ) P e : g ( x )
kan worden omgevormd tot
eo'Dv (e-"*q(x)) : g(x),
zoodat de oplossing e(x) wordt verkregen in den vorm




e(x) : ,*. | /'(l 
- tlï;' 
e-ot g(t) dt * p(x) |.
V "  (P-1 ) !  
o \ /  
" J
5 2. Zíi S@) een voor x 2 xo gedefinieerde en continue functie,
die voor .r -> @ tot een eindige limiet b nadert. Gevraagd wordt,
in hoevene uit dat gegeven iets volgt omtrent het asymptotisch
gedrag van de oplossingen der differentiaalvergelijking
(2) y("' + an-t!(n-t) + . . .. f aLy' + eo! : g(x).
Deze vraag is door PrnnoN 1) beantwoord in de veronderstelling,
dat de wortels der karakteristieke vergelijkingz)
( 1 )  z "  + a n - L z n - L  + . . . .  *  a F  * a o : 0
alle rcëel t' 0 zijn. De vergelijking (2) wordt opgelosr door middel
1) O. PEnnoN, Uber nicht-homogene líneare Differentialgleichungen. Math.
Zeítschr. 6 (1920) S. 161-166.
2) Zijn de coëfficiënten au(x) der differentíaalvergelijking
a n(x)yt " t (x) { a n - rk)yt n -r ) (x) } . . . . + aL(x)y' (x) I a o(x)y(x) : Í (x, !, !',,,, ., y( nt)
functies, die voor .x -> @ tot constatttett a.v (an : l) naderen, dan heete de
vergelijking (1) de karakterístieke vergelíjking dezer differentiaalvergelijking.
, '  
t v  t 2
*"f.[ar* 
.[or*-r. . . . -[r-"ur(rr)dt, +p(*) ],
In fis Ax
Inleiding
van een systeem (4), Daatbij blijkt , dat ze
met de limiet 
* 
voor x -) @ t waarbii
5
een íntegraal y(x) bezit
de afgeleiden !'(x),
l"(x), . . . ., y(") (x) voor x --.> @ tot nul naderen. Zíjn de n
wortels der karakteristieke vergelijking alle negatíef, dan bezit elke
integraal y(x) van (2) deze eigenschap.
In hetzelfde ar tlkel be s chouwt Pnnnow diffe re nti aalv er geli j kin ge n
van den vorm
y(") + a*-r(x)y(n-1) -i + ar(x)y' + ao@)y : g(x),
waarín de coëfficiënten ar(x) voor x 2 xo continue functies vafl x
ztjn, die voor x -> @ tot constanten au naderen. Hetzelfde resul-
taat als boven wordt hier bewezen, thans echter in de veronder-
steiling, dat de wortels der karakteristieke vergelijking met alleen
rcëeI en + 0, doch ook alle van elkaar verschillend zíjn, }{et bewijs
is onafhankelijk van dat der vorige stelling en wordt geleverd op
grond van vroeger 1) bewezen resultaten omtrent homogene diffe-
r entraalv er ge I i j k i n ge n.
De resultaten van PrnnoN waren voor SeÀrn 2) aanleiding, de
differentiaalvergelí1king (2) te onderzoeken, zonder daarbíj beper-
kende veronderstellingen aangaande de wortels der karakteristieke
vergelljking te maken. Alleen wordt, als een of meer wortels der
karakteristieke vergelijking op de imaginaire as líggen, aan S(x)
een voorwaarde opgelegd. Voor elken zoodanígen wortel a wordt
dan namelijk de existentie der integrcIen
T T q
(5)  la t *  ld t , , - t  l r - " ,  {sQ)  -b}d t ,  (p :  7 ,  2 ,  . . . . ,  m)
{ o  , i r  . :
geëischt; hierin is m de multipliciteit van denbetreffenden wortel a.
Deze voorwaarde is noodzakelijk en voldoende voor de existentie
van integralen, die voor x -> oo een eindigelimietbezitten.Daarbtj
wordt  nog verondersteld,  dat  l img(x):$---  0 is,  indien cLs.==0 is.
t) O. Prnnon, Uber lineare Differentialgleichungen, beí denen die unabhringíg
Variable reell ist (erste Mitteilung), Journ. f. d. reine !. angew. Math, 142
(1913)  s .  254-270.
') H. SeÀru, Uber das asymptotische Verhalten der Lósungen linearer DtfÍe-
rentialgleíchungen, Math. Zettschr. 30 (1929) S. 487-513.
